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イプの 3 つが存在する。	𝐴党支持者の比率を𝑝、各政の同意支持者比率を𝑎, 𝑏とする。ラン


























	 2.1   3 種類のエージェント・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・5 
  2.2   多数決の方法と 3 種のパラメータ・・・・・・・・・・・・・・・・・5 
  2.3   ダイナミカル・ガラム・モデルの数式・・・・・・・・・・・・・・・7 
 
第3章	 数値実験による意見変化の可視化 
	 3.1   ランダムな初期配置からの多数決による意見変化・・・・・・・・・・8 
  3.2   アトラクター（吸引点）の確認とその意味・・・・・・・・・・・・・8 
  3.3   多数決による意見変化の様子・・・・・・・・・・・・・・・・・・・9 
  3.4   初期ポイントの意見割合による結果・・・・・・・・・・・・・・・・10 
	 3.5   パラメータ変化による意見変化・・・・・・・・・・・・・・・・・・11 
 
第4章	 パラメータ変化による政権固定・交代の相転移 
	 4.1   相転移の可視化と説明・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・12 





















































持政党を変更する floaters と、𝐴, 𝐵それぞれを恒常的に支持するタイプ、inflexiblesA,B が存
在する。 
 
2.2  多数決の方法と 3 種のパラメータ 
 
	 これらのエージェントはランダムな 3 人 1 組になって多数決を行い意見を更新する。更
新した後にグループは解散し、新たにランダムな 3 人 1 組みのグループを作り、多数決に
よる意見更新を行う。 
	 この時、結果に応じてパラメータ{f, g, h}で指定される inflexible の増減が発生する。 
	 B 党勝利による inflexibleA 増大学率を	 f  inflexibleB 減少の確率を	 -𝒈  とする。 
	 A 党勝利による inflexibleA 減少確率を -𝒈  inflexibleB 増大の確率を	 f  とする。 
	 それぞれの inflexible が完全消滅した場合に復活する確率を	 h  とする。 
	 簡単に言い換えると、多数決で勝利した政党の inflexible は確率 f で減少し、敗北した政
党の inflexible は確率-𝒈で増大する傾向にある。 
	 これらのパラメータによって通常の多数決とは違った結果が生まれる。また、各パラメ
ータの絶対値が大きいほど、それぞれの発生確率は高くなる。 
  また、それぞれの inflexible が変化する場合、現在の意見を維持したまま floater へと変化





図 1 はありうる３つのケースを例としてあげたものである。 
図 1 左.  inflexibleA  1 個  floaterB ２個	 による多数決（パラメータが関与しない場合） 
	 	   多数決では B が勝利するが、A は inflexible であり意見を変えないため、A のまま 
	 	   となる。 
 
図 1 中央. inflexibleA  3 個  による多数決	              （パラメータが関与する場合） 
	 	  inflexibleA のみでの多数決が行われ、通常なら全てが inflexibleA となる。 
	 	  しかし、A 党勝利により、inflexibleA は確率 f で減少し、floater となる。 
 
図 1 右.  floaterA 2 個  floaterB 1 個  による多数決	      （パラメータが関与する場合） 
      多数決で A が勝利する。しかし、inflexibleB はこの組み合わせに存在しないため 








• 𝑝*+, = −2𝑝*0 + 3𝑝*3 + 1 − 𝑓 { 1 − 𝑝* 3𝑎*-𝑝3𝑏*} + ,0 ℎ{ 1 − 𝑝*-𝑏* 0- 𝑝*-𝑎* 0}  
 
• 𝑎*+, = 𝑎* 1 + 𝑔 + 𝑓-𝑔 1 − 𝑝* 3 + ,0 ℎ 1 − 𝑝*-𝑏* 0  
 
• 𝑏*+, = 𝑏* 1 + 𝑔 + 𝑓-𝑔 𝑝*3 + ,0 ℎ 𝑝*-𝑎 0  
 
	 t は多数決の回数を表しており、𝑝は𝑡回多数決後のA 党支持派の総数を表している。ま
た、𝑎, 𝑏は t 回多数決後のそれぞれの政党の inflexible の総数を表している。 
	 グループサイズ、つまり何人 1 組みとするかだが、今回は 3 人 1 人組みとしたため𝑟 = 3
とする。r＝グループサイズである。  







3.1  ランダムな初期配置からの多数決による意見変化 
 
	 向きを変えた二つのボックス（図 2）を用意した。それぞれ横軸を a、縦軸を b、高さを p
としている。ボックス中央に、a,b が固定され、p が等間隔な、5 つの初期ポイントを設け
た。 







	 例として、初期ポイント 3 から始まったものは、大きく上下に振れる瓢箪型の軌道を描く
変化をし、初期ポイント 4 から始まったものは小さな円となる軌道を描く変化をする。これ
らの円や、何らかの形をしたポイント集団が現れるのは、多数決による割合の変化が周期的






3.2  アトラクター（吸引点）の確認とその意味 
 
	 グラフ内に発生した周回軌道の確認から、ボックス内に二つのアトラクター（吸引点）、










3.3  多数決による意見変化の様子 
 
	 次に横軸を t、縦軸を全体の割合とする線グラフを置く。t は多数決の回数であり、グラ





	 図 3 の右上にある線グラフは初期ポイント 3 の多数決による支持率変化を表している。
初期段階での多数派は A である。青線を見ると、多数決 200 回までは A 党支持が半数を上
回り、A 党政権固定となっている。しかし、200 回以上の多数決を行うと A 党支持が大き
く上下に振れ始めることを確認できる。これは時間経過による周回する軌道の変化を表し
ている。つまり初期ポイント 3 は、初期は A 党勝利アトラクターを周回していたが、多数
決を行うにつれて両党アトラクターへと周回軌道が変化したことが確認できる。 
	 図 3 の右下のグラフは初期ポイント 4 の多数決による支持変化を表している。初期段階









  図 4 に表したような 3 つの色は、それぞれの初期ポイント割合において、多数決の結果
どのような政権状態になるのかを表したものである。初期ポイントの数は任意に変更がで
きる。 
	 図 4 の内、左は縦 3、横 50、高さ 50 として、合計で 7500 の初期ポイントを与えたボッ
クスである。 
	 右は縦 10、横 10、高さ 10 として、合計で 1000 の初期ポイントを与えたボックスであ
る。 
  緑点は A 党政権固定が発生する初期ポイント。赤点は B 党政権固定が発生する初期ポイ
ント。黄点は政権交代が発生する初期ポイント。 
	 ポイントの色は多数決時 1000 回目の割合だけでなく、それまでに現れた割合を考慮し
ている。 
	 図 4 右の様に初期ポイントの数を少なくして間隔を広くすると、ボックス全体の大まか
な様子が確認できる。 
	 図 4 左の様に初期ポイントの数を部分的に多くして間隔を狭くすると、その部分の詳し
い様子が確認できる。 
 10 










3.5  パラメータ変化による意見変化 
 
	 図 5 は縦 50、横 50、高さ 3 として、合計で 7500 の初期ポイントを与えたボックスであ
る。 









	 それぞれのボックスを上から 3 層に分けて表示している。 
  全てのボックスの場合で、A 党絶対勝利と B 党絶対勝利どちらかの初期ポイントとなっ
ており、政権交代の初期ポイントは存在しない。このような政権交代が怒らない状態は、























第 4 章	  パラメータ変化による政権固定・交代の相転移 
 
4.1  相転移の可視化と説明 
 
	 前章でも記述したが、多数決を行なった結果、3 種の結果が生じる。その結果は 3 種の
パラメータ 𝑓, 𝑔, ℎ を変化させる事で変化していく。 
  次の 3 つのボックス（図 6）は	 𝑓＝0.25			ℎ = 0.30 で固定し 𝑔 を変化させたものであ
る。 
  左から	 𝑔 = −0.533	, −0.543	, −0.546 である。 









  わずかなパラメータの変化から、結果の急激な変化を確認できた。 




  ダイナミカル・ガラム・モデルにおいての系は、政権交代型と政権固定型の 2 つであ
る。 
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4.2  パラメータ変化による相転移発生の様子 
 
	 次の図 7 は𝑓を 0.05 ずつ変化させ	 ℎ = 0.05		で固定させたものである。 
	 それぞれのグラフは縦軸を VC/V、横軸を	𝑔	としたグラフである。 












  パラメータ𝑓 = 0.05 で発生する相転移は𝑔 = −0.12である。 







	 次の図 8 はℎ を 0.05 ずつ変化させ	 𝑓 = 0.05		で固定させたものである。それ以外の条件










いる場合である。上の図では、ℎ = 0.20	, 0.25	, 0.30 の場合が 2 次相転移に当たる。 
  ℎ = 0.10 の場合などは、連続した変化として判断されるので相転移ではない。 
	 またℎ = 0.15 も急激な変化と判断するには変化が小さすぎるため、拡大した場合に連続
している場合を考慮して相転移とは判断しない。 
  注目すべきはパラメータℎを変化するごとにグラフの形状が変化することである。 
	 ℎ = 0.05からℎ = 0.10へ変化すると相転移が発生しなくなる。ℎ = 0.15も同じく相転移は
発生しない。 
  ℎ = 0.20	, 0.25	, 0.30 などは 2 次相転移が発生する。しかし、そのグラフはわずかな凹凸
を含む直線で形成されたものとなっている。 




	 このダイナミカル・ガラム・モデルにおいて 2 つの事が確認できた。 





  もう 1 つは、パラメータの値を変更することで相転移現象を確認できた。また、確認で
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(* extremists in opinion dynamics *) 
(* T.Cheon 3/29/2017             ¥ 
 *) 
(* original coupling              *) 
(* var 4; birth of ¥ 
inflexibles    *) 
(* Contrarians                    *) 
(* ¥ 
BirthRatefactor corrected 4/20 *) 
(* 11/15/2017  no direct coupling *) 
¥ 
(* 11/21/2017  calculate basin volume*) 
 
MP = {d^3, 3 b d^2, 3 b^2 d, b^3, 
   3 u d^2, 6 b u d, 3 b^2 u,   3 a d^2, 6 a b d, 3 a b^2, 
   3 u^2 d, 6 a u d, 3 a^2 d,   3 b u^2, 6 a b u, 3 a^2 b, 
   u^3, 3 a u^2, 3 a^2 u, a^3}; 
 
Ka = {fa/3, 0, 0, 0, 
   0, 0, 0,   (1 + f0)/3, (1 + f0)/3, (1 + f0)/3, 
   0, (1 + f1)/3, 2 (1 + f1)/3,   0, (1 + f1)/3, 2 (1 + f1)/3, 
   0, (1 + f1)/3, 2 (1 + f1)/3, 1 + f1}; 
 
Kb = {0, (1 + g0)/3, 2 (1 + g0)/3, 1 + g0, 
   0, (1 + g0)/3, 2 (1 + g0)/3,   0, (1 + g0)/3, 2 (1 + g0)/3, 
   0, 0, 0,   (1 + g1)/3, (1 + g1)/3, (1 + g1)/3, 
   gb/3, 0, 0, 0}; 
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K1 = {0, 0, 0, 0, 
   0, 0, 0,   0, 0, 0, 
   1, (2 - f1)/3, (1 - 2 f1)/3,   (2 - g1)/3, (1 - f1 - g1)/ 
    3, (-2 f1 - g1)/3, 
   1 - gb/3, (2 - f1)/3, (1 - 2 f1)/3, -f1}; 
K0 = {1 - fa/3, (2 - g0)/3, (1 - 2 g0)/3, -g0, 
   1, (2 - g0)/3, (1 - 2 g0)/3,   (2 - f0)/3, (1 - f0 - g0)/ 
    3, (-f0 - 2 g0)/3, 
   0, 0, 0,   0, 0, 0, 
   0, 0, 0, 0}; 
 
Kp = Ka + K1 (1 - x) + K0 y; 
Print[ "Mp.Ka=", Simplify[MP.Ka]  ]; 
Print[ "Mp.Kb=", Simplify[MP.Kb]  ]; 
Print[ "Mp.Kp=", Simplify[MP.Kp]  ]; 
 
u = p - a; d = 1 - p - b; 
 
AA1 = Simplify[MP.Ka]; 
BB1 = Simplify[MP.Kb]; 
PP1 = Simplify[MP.Kp]; 
 
Print[" u -> p-a,  d -> 1-p-b"]; 
Print["Mp.Ka=", AA1]; Print["Mp.Kb=", BB1]; Print["Mp.Kp=", PP1]; 
 
a1a[p_, a_, b_, f0_, f1_, fa_] = AA1; 
b1b[p_, a_, b_, g0_, g1_, gb_] = BB1; 







lpx = 100; 
rfst = 1.00; rffn = 2.50; dlrf = (rffn - rfst)/(lpx - 1); 
PPar = ConstantArray[0, {lpx, 6}]; 
(*lp*) 
Do[ 
  (**) 
  dm = 1000; 
  rf = rfst + dlrf*(lp - 1); 
  (**) 
  ff0 = 0.05; ffa = 0.05; 
  ff1 = -rf * ff0; 
  xx = 0.00; yy = xx; 
  gg0 = ff1; gg1 = ff0; ggb = ffa; 
  np = 5; 
  PPT = ConstantArray[0, {np, dm + 1, 3}]; 
   
  ppi = 0.20; ppf = 0.8999; dp = (ppf - ppi)/(np - 1); 
   
  Do[ 
   aa0 = 0.2; bb0 = 0.21; 
   pp0 = ppi + dp (jj - 1); 
    
   PPT[[jj, 1, 3]] = pp0; PPT[[jj, 1, 1]] = aa0; PPT[[jj, 1, 2]] = bb0; 
   Do[ 
    pp = PPT[[jj, lp, 3]]; aa = PPT[[jj, lp, 1]];  
    bb = PPT[[jj, lp, 2]]; 
    (**) 
     
    PPT[[jj, lp + 1, 3]] =  
     p1p[pp, aa, bb, xx, yy, ff0, ff1, ffa, gg0, gg1, ggb]; 
    PPT[[jj, lp + 1, 1]] = a1a[pp, aa, bb, ff0, ff1, ffa]; 
    PPT[[jj, lp + 1, 2]] = b1b[pp, aa, bb, gg0, gg1, ggb]; 
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    (**) 
    (**)(* 
    PPT[[jj,lp+1,3]]=p1p[pp,aa,bb,xx,yy,ff0,ff1, 
    ffa/(1-bb),gg0,gg1,ggb/(1-aa)]; 
    PPT[[jj,lp+1,1]]=a1a[pp,aa,bb,ff0,ff1,ffa/(1-bb)]; 
    PPT[[jj,lp+1,2]]=b1b[pp,aa,bb,gg0,gg1,ggb/(1-aa)]; 
    *)(**) 
    (* Print[pp," ",aa] *) 
    , {lp, 1, dm}]; 
    
   ddi = 100; 
   pmx = 0;  
   Do[If[PPT[[jj, ii, 3]] > pmx, pmx = PPT[[jj, ii, 3]]], {ii,  
     dm - ddi, dm}]; 
   pmn = 1;  
   Do[If[PPT[[jj, ii, 3]] < pmn, pmn = PPT[[jj, ii, 3]]], {ii,  
     dm - ddi, dm}]; 
   Print[pmx, " ", pmn, " : pmx pmn--"]; 
    
   , {jj, 1, np}]; 
   
   
  Print[Date[]]; 
  Print["000 Variant 4 with contrarian"]; 
  Print[ff0, " ", ff1, " ", ffa, ", ", gg0, " ", gg1, " ", ggb,  
   " : ff0 ff1 ffa, gg0 gg1 ggb"]; 
  Print[aa0, " ", bb0, " ", xx, " ", yy, " : aa0 bb0 xx yy"]; 
  Print[ppi, " ", ppf, " ", np, " : ppi ppf np"]; 
  Print[ 
   ListPointPlot3D[PPT, PlotRange -> {{0, 0.55}, {0, 0.55}, {0.0, 1}}, 
     BoxRatios -> {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"a", "b", "p"}] 
   ]; 
  (**) 
 21 
  Do[ 
   PC = ConstantArray[0, {dm, 2}];  
   Do[PC[[jj, 1]] = jj; PC[[jj, 2]] = PPT[[jp, jj, 3]], {jj, 1, dm}]; 
   PB = ConstantArray[0, {dm, 2}];  
   Do[PB[[jj, 1]] = jj; PB[[jj, 2]] = PPT[[jp, jj, 2]], {jj, 1, dm}]; 
   PA = ConstantArray[0, {dm, 2}];  
   Do[PA[[jj, 1]] = jj; PA[[jj, 2]] = PPT[[jp, jj, 1]], {jj, 1, dm}]; 
   Print[ListPlot[{PC, PA, PB}, PlotRange -> {0, 1}, ImageSize -> 300]] 
   , {jp, 1, np}]; 
  (**) 
  (*-------------*) 
  (**) 
  cput0 = TimeUsed[]; 
  (**) 
  np = 10; nb = 10; na = 10; 
  nx = np*nb*na; 
  PPT = ConstantArray[0, {nx, dm + 1, 3}]; 
  PT0 = ConstantArray[0, {nx, 3}]; 
  PT1 = ConstantArray[0, {nx, 3}]; 
  PT2 = ConstantArray[0, {nx, 3}]; 
   
  ppi = 0.1001; ppf = 0.8998; dp = (ppf - ppi)/(np - 1); 
  aai = 0.0001; aaf = 0.4999; daa = (aaf - aai)/(na - 1); 
  bbi = 0.0001; bbf = 0.4999; dbb = (bbf - bbi)/(nb - 1); 
   
  (**) 
  vl0 = 0; vlA = 0; vlB = 0; vlC = 0; 
  (**) 
  Do[Do[Do[ 
     jj = jp + np*(jb - 1) + np*nb*(ja - 1); 
     aa0 = aai + daa (ja - 1); 
     bb0 = bbi + dbb (jb - 1); 
     pp0 = ppi + dp (jp - 1); 
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     PPT[[jj, 1, 3]] = pp0; PPT[[jj, 1, 1]] = aa0;  
     PPT[[jj, 1, 2]] = bb0; 
     Do[ 
      pp = PPT[[jj, lp, 3]]; aa = PPT[[jj, lp, 1]];  
      bb = PPT[[jj, lp, 2]]; 
      (**) 
       
      PPT[[jj, lp + 1, 3]] =  
       p1p[pp, aa, bb, xx, yy, ff0, ff1, ffa, gg0, gg1, ggb]; 
      PPT[[jj, lp + 1, 1]] = a1a[pp, aa, bb, ff0, ff1, ffa]; 
      PPT[[jj, lp + 1, 2]] = b1b[pp, aa, bb, gg0, gg1, ggb]; 
      (**) 
      (**)(* 
      PPT[[jj,lp+1,3]]=p1p[pp,aa,bb,xx,yy,ff0, 
      ff1,ffa/(1-bb),gg0,gg1,ggb/(1-aa)]; 
      PPT[[jj,lp+1,1]]=a1a[pp,aa,bb,ff0,ff1,ffa/(1-bb)]; 
      PPT[[jj,lp+1,2]]=b1b[pp,aa,bb,gg0,gg1,ggb/(1-aa)]; 
      *)(**) 
      (* Print[pp," ",aa] *) 
      , {lp, 1, dm}]; 
      
     eps = 0.01; 
     ddi = 100; 
     pmx = 0;  
     Do[If[PPT[[jj, ii, 3]] > pmx, pmx = PPT[[jj, ii, 3]]], {ii,  
       dm - ddi, dm}]; 
     pmn = 1;  
     Do[If[PPT[[jj, ii, 3]] < pmn, pmn = PPT[[jj, ii, 3]]], {ii,  
       dm - ddi, dm}]; 
      
     vl0 = vl0 + 1; 
     If[ pmx < 1/2, PT1[[jj, 1]] = PPT[[jj, 1, 1]];  
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      PT1[[jj, 2]] = PPT[[jj, 1, 2]]; PT1[[jj, 3]] = PPT[[jj, 1, 3]] ; 
       vlA = vlA + 1]; 
     If[ pmn > 1/2, PT2[[jj, 1]] = PPT[[jj, 1, 1]];  
      PT2[[jj, 2]] = PPT[[jj, 1, 2]]; PT2[[jj, 3]] = PPT[[jj, 1, 3]] ; 
       vlB = vlB + 1]; 
     If[ pmx > 1/2 && pmn < 1/2, PT0[[jj, 1]] = PPT[[jj, 1, 1]];  
      PT0[[jj, 2]] = PPT[[jj, 1, 2]]; PT0[[jj, 3]] = PPT[[jj, 1, 3]] ; 
       vlC = vlC + 1]; 
      
     , {jp, 1, np}] 
    , {jb, 1, nb}] 
   , {ja, 1, na}]; 
  (*rvv*) 
  rvA = vlA/vl0; rvB = vlB/vl0; rvC = vlC/vl0; 
  PPar[[lp, 1]] = ff0; PPar[[lp, 2]] = rf; PPar[[lp, 3]] = ffa;  
  PPar[[lp, 4]] = rvA; PPar[[lp, 5]] = rvB; PPar[[lp, 6]] = rvC; 
   
   
  Print[Date[], lp, " :lp (lpx=", lpx, ")"]; 
  Print["000 Variant 4 with contrarian"]; 
  Print[ff0, " ", ff1, " ", ffa, ", ", gg0, " ", gg1, " ", ggb,  
   " : ff0 ff1 ffa, gg0 gg1 ggb"]; 
  Print[aa0, " ", bb0, " ", xx, " ", yy, " : aa0 bb0 xx yy"]; 
  Print[ppi, " ", ppf, " ", np, " : ppi ppf np"]; 
  Print[" rvA,rvB,rvC: ", PPar[[lp, 4]], " ", PPar[[lp, 5]], " ",  
   PPar[[lp, 6]]]; 
  (* 
  Print[ 
  ListPointPlot3D[PPT,PlotRange¥[Rule]{{0,0.5},{0,0.5},{0.0,1}}, 
  BoxRatios¥[Rule]{1,1,1},AxesLabel¥[Rule]{"a","b","p"}] 
  ]; 
  *) 
  Print[ 
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   ListPointPlot3D[{PT0, PT1, PT2},  
    PlotRange -> {{0, 0.5}, {0, 0.5}, {0.0, 1}}, 
    BoxRatios -> {1, 1, 1}, AxesLabel -> {"a", "b", "p"},  
    PlotStyle -> {{LightYellow, PointSize[0.015]}, {Pink,  
       PointSize[0.01]}, {Green, PointSize[0.01]}}] 
   ]; 
  (**) 
  cput = TimeUsed[] - cput0; Print[cput, " : cputime used"]; 
  (**) 
  , {lp, 1, lpx}]; 
(*lp*) 
PV = ConstantArray[0, {lpx, 2}]; Do[ 
 PV[[lp, 1]] = -PPar[[lp, 2]]*PPar[[lp, 1]]; 
 PV[[lp, 2]] = PPar[[lp, 6]], {lp, 1, lpx}]; 
PW = ConstantArray[0, {lpx, 2}]; Do[ 
 PW[[lp, 1]] = -PPar[[lp, 2]]*PPar[[lp, 1]]; 
 PW[[lp, 2]] = PPar[[lp, 4]] + PPar[[lp, 5]], {lp, 1, lpx}]; 
Print[ff0, " ", ff1, " ", ffa, " ", rf, " : ff0, ff1, ffa, rf"]; 
Print[ListPlot[PV, PlotRange -> {-0.05, 1.05},  
   PlotStyle -> PointSize[0.03], AxesLabel -> {"g", "VC"},  
   ImageSize -> 400]]; 
Print[ff0, " ", ff1, " ", ffa, " ", rf, " : ff0, ff1, ffa, rf"]; 
Print[ListPlot[PW, PlotRange -> {-0.05, 1.05},  
   PlotStyle -> PointSize[0.03], AxesLabel -> {"ff", "VA+B"},  
   ImageSize -> 400]]; 
(*lp*) 
Print["Ppar f0, ff, fa, vla, vlb, vlc"]; 
Print[PPar]; 
 
 
